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ความสวยงามวางนยัทัว่ไป: ผลคณูของจ�านวนทีมี่เลขโดดทกุหลกัเป็นเลข 1 กบั

จ�านวนทีม่เีลขโดดทุกหลกัเป็นเลข 1 ยกเว้นหลกัแรกและหลกัสุดท้ายเป็นจ�านวน

หลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก 

Generalized Beauty: The Product of  an n-Digit Number with 1’s as All Its 
Digits and an (n+2)-Digit Number with n’s as Its First and Last Digits and 
1’s as All Inner n Digits
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Abstract 
In this paper we apply the remainder number and the Principle of Mathematical Induction to obtain 
general form of product of an n -digit number with 1’s as all its digits and an ( 2)n + -digit number with 
n ’s as its first and last digits and 1’s as all inner n  digits. The result shows that the general form of the 
product is
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 for any positive integer n .
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บทคัดย่อ 
บทความน้ีได้ประยกุต์ใช้จ�านวนเศษเหลอืและหลกัการอปุนัยเชงิคณติศาสตร์ ในการศกึษาและหารปูทัว่ไปของผล

คูณ ของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 ยกเว้นหลักแรกและหลัก

สุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก  ผลการศึกษาพบรูปทั่วไปของผลคูณดังกล่าว ดังนี้

 
#(1) #(1)
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ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n

ค�าส�าคัญ: จ�ำนวนเศษเหลือ, ผลคูณ, จ�ำนวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1

บทน�า
การค�านวณผลลัพธ์ทางพีชคณิตของระบบจ�านวน มีความส�าคัญและเกี่ยวข้องกับชีวิตประจ�าวันของเรา 

เป็นอย่างมาก  การค�านวณผลลัพธ์บางอย่างของจ�านวนที่มีจ�านวนหลักมาก ๆ ยิ่งท�าให้การค�านวณมีความ

ยุง่ยากและซบัซ้อนมากขึน้ เคร่ืองมือบางอย่าง เช่น เครือ่งคดิเลข และคอมพวิเตอร์ อาจไม่สามารถหาผลลพัธ์

ให้เราได้ ดังนั้น หากเราสามารถหาสูตรลัด ซึ่งเป็นเครื่องมือที่มีความเหมาะสมในการค�านวณผลลัพธ์ของ

จ�านวนท่ีมีจ�านวนหลกัมาก ๆ  ได้ กจ็ะเพิม่ความสะดวกให้มากข้ึน ดังนัน้ เราจงึสนใจท่ีจะศึกษาลกัษณะทาง

พีชคณิตของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 โดยการศึกษาและหารูปท่ัวไปทางพีชคณิตของจ�านวน

ที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 นั้น ได้มีการศึกษาในหลายรูปแบบ ซึ่งได้ประยุกต์ใช้จ�านวนเศษเหลือ ดังนี้ 

ส�าหรับการศึกษาและประยุกต์ใช้จ�านวนเศษเหลือเริ่มเม่ือปี พ.ศ. 2554 โดยอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2554) ได้

ศึกษาและหารูปทั่วไปของผลการยกก�าลังสองของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 โดยได้พบว่า ผล

การยกก�าลังสองของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 นี้ สามารถเขียนอยู่ในรูปทั่วไปได้ ดังนี้ ก�าหนด

ให้ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก จะได้ว่า

ธีระยุทธ  ชมชื่น และ อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์ (2555) ได้ศึกษาและหารูปทั่วไปของผลคูณของจ�านวนสองหลัก

กับจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 โดยได้พบว่า ผลคูณนี้สามารถเขียนในรูปทั่วไปได้ ดังนี้ ก�าหนด

ให้ m  แทนเลขหลักสิบและ n  แทนเลขหลักหน่วยของจ�านวนสองหลัก mn  โดยที ่ 9m n+ ≤  จะได้

ว่า 

                                   ก�าหนดให้ m  แทนเลขหลักสิบและ n  แทนเลขหลักหน่วยของจ�านวนสองหลัก mn  โดยที่ 

1 , rm t m n s+ = + =  และ 10 18m n≤ + ≤  จะได้ว่า

นิคม หวลอารมณ์ และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ศึกษาและหารูปทั่วไปของผลคูณของจ�านวนเต็มใด ๆ 

กับจ�านวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นจ�านวนเต็มจ�านวนเดียวกัน โดยในกรณีเฉพาะเป็นจ�านวนท่ีมีเลขโดด 

ทุกหลักเป็นเลข 1 น้ัน สามารถเขียนในรูปทั่วไปได้  ดังน้ี ก�าหนดให้ n  และ p  เป็นจ�านวนเต็มบวก  

2
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จะได้ว่า 

ธีระยุทธ ชมชื่น และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ศึกษาและหารูปทั่วไปของผลคูณของจ�านวนสามหลัก

และส่ีหลักกับจ�านวนหลายหลักท่ีทุกหลักเป็นเลข 1 โดยได้พบว่า ผลคูณนี้สามารถเขียนในรูปท่ัวไปได ้

ดังนี้ ก�าหนดให้ , ,q p s  และ r  เป็นจ�านวนนับ โดยที่ q sqpsr p r=  และ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก ซึ่ง 

2n ≥ จะได้ว่า 

อัยเรศ  เอีย่มพนัธ์ (2556) ได้ศึกษาและหาความสมัพนัธ์ของจ�านวนทีมี่เลขโดดทกุหลกัเป็นเลข 1 กบัสมการ

เชิงเส้น โดยได้พบว่า ความสัมพันธ์นี้สามารถเขียนในรูปทั่วไปได้ ดังนี้ ก�าหนดให้ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก 

ซึ่ง 2n ≥  จะได้ว่า 

กรกนก  ชมุภรัูตน์ และ อยัเรศ  เอีย่มพนัธ์ (2557) ได้ศึกษาและหารปูท่ัวไปของผลคูณของจ�านวนท่ีมเีลขโดด

ทกุหลักเป็นเลข 1 กับพหคุณูของเลขโดด 9 โดยได้พบว่า ผลคูณนีส้ามารถเขียนในรปูท่ัวไปได้ ดังนี ้ก�าหนด

ให้ m  และ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก จะได้ว่า 

 บทความนีจ้งึมวีตัถปุระสงค์เพือ่ศึกษาและหารปูทัว่ไปของผลคูณของจ�านวนทีม่เีลขโดดทกุหลกั

เป็นเลข 1 กับจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 ยกเว้นหลักแรกและหลักสุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของ

เลข 1 ในจ�านวนแรก โดยเครื่องมือหลักท่ีเราใช้ในการสร้างจ�านวนเศษเหลือ และพิสูจน์ทฤษฎีบทหลัก 

ได้แก่ ขั้นตอนวิธีการหาร และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ ซึ่งกล่าวไว้ดังนี้

 ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) (Clark, 2002) ถ้า a  และ b  เป็น

จ�านวนเต็ม โดยที่ 0b ≠  แล้วมีจ�านวนเต็ม q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซึ่ง

 ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) (Clark, 

2002) ก�าหนดให้ ( )P n  แทนข้อความเกี่ยวกับจ�านวนเต็มบวก n  และก�าหนดให้  เป็นจ�านวนเต็มบวก 

ซึ่งสอดคล้องกับข้อความต่อไปนี้

 (1) 0( )P n  เป็นจริง

 (2) ถ้า ( )P k  เป็นจริง ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก 0k n≥  แล้ว ( 1)P k +  เป็นจริง

สรุปได้ว่า ( )P n  เป็นจริง ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก 0n n≥
 ต่อไปจะแนะน�าให้รู ้จักกับจ�านวนเศษเหลือ ซ่ึงเป็นเครื่องมือท่ีส�าคัญส�าหรับการศึกษาของ 

#(1)
#( ) 2

111 1 ( )( )( ) ( )
q s

q s q q q s q s q s q s s s
n p r n

p r p p p r p r p r p r r r
=

= −

× = 







   

#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
= =

× = 

 

 และ 
#(1) #( )

111 1 ( ) ( )( )( ) ( )
p n p

n n n n n
= − =

× − = − − − − 





 (ดู(3))

#(1)

111 1 9 123 ( 3)( 2)( 1)
n

n n n n
=
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#(1) #(9) 1

9 111 1 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× × = − − 

 

a b q r= ⋅ +  และ 0 | |r b≤ <
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บทความนี้

 จากข้ันตอนวิธีการหาร อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2554) และ ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ 

(2556) ได้นิยามจ�านวนเศษเหลือ (remainder number) ไว้ดังน้ี ก�าหนดให้ a  เป็นจ�านวนเต็มใด ๆ และ 

10b =  ท�าให้ได้ว่ามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ซึ่งจะได้ 10a q r= ⋅ +  และ 0 10r≤ <  นั่นคือ r  

เป็นเลขโดด นิยาม

เช่น

และ

เพื่อความสะดวก ยังคงจะเขียน 0 r  ด้วย r  ส�าหรับจ�านวนเต็ม r  ซึ่ง 0 10r≤ <   เช่น 0 2 2=  และ 

0 4 4=
 บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์, 2556) ก�าหนดให้  แทนเซตของจ�านวน

ใน (1) ทั้งหมด นั่นคือ

   
และเราจะเรียกสมาชิกของ  ว่า จ�านวนเศษเหลือ (remainder number)

 จากการแปลงเลขฐานสิบใน (1) นั้น จะเห็นว่าเลขที่ถูกแปลงขึ้นมาไม่ใช่เลขฐานสิบปกติ ฉะนั้น

ก่อนที่จะกล่าวถึงทฤษฎีบทที่ส�าคัญและน�าทฤษฎีบทไปประยุกต์ใช้ เพื่อให้เข้าใจผลลัพธ์ได้ง่ายจะแนะน�า

การแปลงเลขจาก (1) กลับไปเป็นเลขฐานสิบที่ทุกคนคุ้นเคย

 เพื่อให้เข้าใจในผลลัพธ์ของการประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทจากบทความนี้ จะแนะน�าการแปลงจ�านวน

เศษเหลือทีไ่ด้จาก (1) กลบัไปเป็นเลขฐานสิบปกติ เนือ่งจากจ�านวนเศษเหลอืเป็นจ�านวนท่ีเลขในแต่ละหลกั

อาจจะไม่ใช่เลขโดด ซึ่งมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับสิบ แต่จ�านวนในระบบเลขฐานสิบเป็นจ�านวนที่เลขใน

แต่ละหลักเป็นเลขโดด และจากหลักการบวกเลขปกติ หากผลบวกมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับสิบและเขียน

เป็นจ�านวนเศษเหลือ q r  เมื่อ q  คือ ผลหาร และ r  คือ เศษเหลือ (เลขโดด) จากการหารด้วยเลข 10 แล้ว

: qa r=   (1)

0 2 6 18 20

0 2 6 18 20

0 2 6 18 20

0 2 6 18 20

0 0 20 0 60 0 180 0 200 0
1 1 21 1 61 1 181 1 201 1
2 2 22 2 62 2 182 2 202 2

9 9 29 9 69 9 189 9 209 9

= = = = =
= = = = =
= = = = =

= = = = =
              

0 2 6 18 20

1 3 7 19 21

1 3 7 19 21

1 3 7 19 21

0 0 20 0 60 0 180 0 200 0
1 9 21 9 61 9 181 9 201 9
2 8 22 8 62 8 182 8 202 8

9 1 29 1 69 1 189 1 209 1

− − − −

− − − − −

− − − − −

− − − − −

= − = − = − = − =
− = − = − = − = − =
− = − = − = − = − =

− = − = − = − = − =
              

{ | ,q r q r= ∈   และ 0 10}r≤ <                (2)
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ผลคูณของจ�ำนวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1
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น�าผลหาร q  ไปทดที่หลักหน้า ฉะนั้นจึงสรุปเป็นวิธีการแปลงจ�านวนเศษเหลือกลับเป็นเลขฐานสิบปกติ

ได้โดยการบวกทแยงจากเศษเหลอืตัวขวากบัผลหารตัวซ้าย ซ่ึงกคื็อการทดเลขปกตินัน่เอง เพือ่ให้เข้าใจได้

ง่ายขอยกตัวอย่างการแปลงจ�านวน 1 25 4 16 73 12 69 04 8 22 5 45 98 81− − −  ที่ได้จากการเรียงกันของจ�านวน

เศษเหลือกลับเป็นเลขฐานสิบ ดังนี้

 
1 25 4 16 73 12 6

1 2 1 2 7 1

1 1

9 04 8 22 5 45 98 81
(9 1)0(4 25)(8 4)2(2 16)(5 73)4(5 12)9(8 6)81
(10)0(29)(12)2( 14)(78)4( 7)9281
00 9 22 6 84 39281

10(0 2)(9 1)2(2 2)(6 7)8(4 1)39281
102(10)20(13)8339281
102 020 3833928

− − −

− −

= + + + − + − −
= − −
=
= + + − + −
=
= 1

10(2 1)02(0 1)38339281
10302138339281

= + +
=

 

 การแปลงจ�านวนเต็มบวกเป็นจ�านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นว่าท�าได้ง่าย แต่หากจะแปลง

จ�านวนเต็มลบเป็นจ�านวนเศษเหลือนั้นท�าได้ไม่ง่ายนัก ดังน้ัน บทต้ัง 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ  

เอี่ยมพันธ์, 2556) มีประโยชน์อย่างมากส�าหรับการแปลงจ�านวนเต็มลบเป็นจ�านวนเศษเหลือ โดยได้แสดง

ให้เห็นถึงลักษณะของจ�านวนเศษเหลือของจ�านวนเต็มลบด้วย และได้นิยามการด�าเนินการทวิภาค (binary 

operation)  บน  โดย

   

 

 ( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
t

bq t b
q

r s r s
s

r s r a
r

sa
+

+ +

+ ≤ + ≤=  + ≥ + =


 บทตั้ง 1 (ณัฐวุฒิ  พลอาสา และ อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์, 2556) ก�าหนดให้ n∈  ซึ่ง qn r= แล้ว

 

( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n

r r
−

− +

=
− =  − ≠                          

(3)

 ทฤษฎีบท 3 (อภสิิทธ์ิ  เมอืงมา และ อยัเรศ  เอีย่มพนัธ์, 2556) มปีระโยชน์อย่างมากส�าหรบับทความ

นี้ ซึ่งกล่าวไว้ดังนี้

 ทฤษฎีบท 3 (อภิสิทธิ์  เมืองมา และ อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์, 2556) ก�าหนดให้ 1 2 3, , , , ,ns s s s m∈   

ซึ่ง 0 9is≤ ≤  จะได้ว่า

 1 2 3 1 2 3
#(0)

1000 0m n n
n

s s s s m s s s s
=

= ⋅ +  

              (4)

 ในการศึกษาหัวข้อถัดไป จะใช้สัญลักษณ์ #( )n  แทนจ�านวนของ n  ท่ีเรียงติดกัน ส�าหรับ

จ�านวนเต็ม n  เช่น #(1)  แทนจ�านวนของ 1 ที่เรียงติดกัน และ #(0)  แทนจ�านวนของ 0 ที่เรียงติดกัน เช่น 

#(1) 5 #(0) 6

111 1000 0 11111000000
= =

= 



 และจะแสดงผลการศึกษาหลักของบทความนี้ ซึ่งประกอบด้วย 

ข้อสังเกตท่ีพบความสัมพันธ์ของผลคูณของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับจ�านวนท่ีมีเลขโดด 

ส�าหรับทุก ,q tr s∈ 
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ทุกหลักเป็นเลข 1 ยกเว้นหลักแรกและหลักสุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก จนน�าไปสู่

การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลัก อีกทั้งยังให้ตัวอย่างที่ได้ประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทหลักด้วย 

ผลการศึกษาหลัก
จากการสังเกตผลคูณของจ�านวนท่ีมีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 

ยกเว้นหลักแรกและหลักสุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก ท�าให้เราเห็นความสัมพันธ์บาง

อย่างที่น่าสนใจและแสดงให้เห็นถึงความสวยงามของผลคูณดังนี้

  1 1
11 11
111 111

#(1) : 1 1
#(1) : 23 32
#(1) : 345 543
#(1) : 4567 7654
#(1) : 56789

1111 1111

1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4

9871 6511
4 4 4

115 5 5 511111

= × =
= × =
= × =
= × =
= × =

  

                                                                                                                               (5)

จากความสัมพันธ์ (5) เราสังเกตเห็นว่าผลคูณของ #(1)

111 1
n

n n
=



  กับ  #(1)

111 1
n=



  เมื่อ 1,2, ,5n =    จะมี

ลักษณะคือ หลักแรก หลักตรงกลาง และหลักสุดท้าย มีค่าเท่ากับจ�านวนหลักของเลข 1 ส่วนเลขในหลัก 

อื่น ๆ จะเป็นเลขเรียงกันอย่างสวยงาม ซึ่งเราสามารถเขียนความสัมพันธ์นี้ด้วยสมการเพื่อให้ง่ายต่อการ

เข้าใจได้ดังนี้

    #(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n n n n n n n n n
= =

× = + + − + − +   

 

  เมื่อ 1,2,3,4,5n =
 

 ต่อไปเราจะยกตัวอย่างที่น�าไปสู่การศึกษาหลัก ซึ่งโดยทั่วไปแล้วการหาค�าตอบในตัวอย่าง 1 นั้น

สามารถหาค�าตอบสุดท้ายได้ยาก แต่ถ้าหากใช้ข้อสังเกตที่เราค้นพบในข้างต้น จะเห็นได้ทันทีว่าการหาค�า

ตอบนั้นสามารถท�าได้ง่ายขึ้น

ตัวอย่าง 1 ผลลัพธ์ของ 
#(1) 7 #(1) 7

7111 17 111 1
= =

× 

   สามารถค�านวณหาได้อย่างถูกต้องและสอดคล้องกับความ

สัมพันธ์ (5) ที่เราพบ ดังนี้

 
#(1) 7 #(1) 7

1 1 1 1 1 1 1 1

1

7111 17 111 1 789(10)(11)(12)(13)7(13)(12)(11)(10)987

789 0 1 2 37 3 2 1 0987
78(10)123384320987
78 0123384320987
790123384320987

= =

× =

=
=
=
=
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ผลคูณของจ�ำนวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1
อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์ และคณะ

ตรวจค�าตอบ

รูปที่ 1. 
#(1) 7 #(1) 7

7111 17 111 1
= =

× 

 

 ฉะนั้น จากความสัมพันธ์ (5) เราจึงสรุปเป็นข้อสงสัยได้ดังต่อไปนี้ 

 (1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับ

จ�านวนทีมี่เลขโดดทุกหลกัเป็นเลข 1 ยกเว้นหลกัแรกและหลกัสุดท้ายเป็นจ�านวนหลกัของเลข 1 ในจ�านวน

แรก ได้หรือไม่

 (2) หากเราสามารถเขียนรูปท่ัวไปท่ีแน่นอนของผลคูณน้ีได้ แล้วรูปทั่วไปของผลคูณที่ได้จะมี

ลักษณะเหมือนกับความสัมพันธ์ (5) ที่เราพบหรือไม่

 บทตั้งต่อไปนี้มีความส�าคัญอย่างมากส�าหรับการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลัก

 บทตั้ง 2 ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก m  และ n  จะได้ว่า

  
#(1) 1 #(1) #(0) 1

111 1 111 1 (9 1)000 0
n n n

m m m m m
= + = = +

= + ⋅ +  

  

  (6)

 การพิสูจน์  ก�าหนดให้ m  และ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก จะได้ว่า

 
#(1) #(1)#(0) 1

#(1)

#(1)

#(1) 1

111 1 (9 1)000 0 ( 9 1)111 1

(10 1)111 1

1111 1

111 1

n nn

n

m
n

n

m m m m m m

m m

m

m m

= == +

=

=

= +

+ ⋅ + = + ⋅ +

= ⋅ +

=

=

  

 













ดังนั้น 
#(1) 1 #(1) #(0) 1

111 1 111 1 (9 1)000 0
n n n

m m m m m
= + = = +

= + ⋅ +  

  

 ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก m  และ n    

 บทตั้ง 3 ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก ,m n  และ k  จะได้ว่า

               
#(0) #(0) #( ) #(0)

000 0 111 1 000 0
m n k n m

k kkk k
= = = =

… × … = … …
                            (7)                                                  

 การพิสูจน์ ก�าหนดให้ ,m n  และ k  เป็นจ�านวนเต็มบวก จะได้ว่า
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ดังนั้น 

                                                                        

ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก ,m n  และ k           

 บทตั้ง 4 ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

 
#(1) #(1) #(1)#(0) 1

1000 01 111 1 111 100111 1
n n nn = = == +

× =   

  

              (8)

 การพิสูจน์ ก�าหนดให้ n  เป็นจ�านวนเต็มบวก จะได้ว่า

 
#(1) #(1)#(0) 1 #(0) 2

#(1) #(1)#(0) 2

#(1) #(1)

1000 01 111 1 (1000 0 1) 111 1

111 1000 0 111 1

111 100111 1

n nn n

n nn

n n

= == + = +

= == +

= =

× = + ×

= +

=

   

  

  

 

 

 

ดังนั้น #(1) #(1) #(1)#(0) 1

1000 01 111 1 111 100111 1
n n nn = = == +

× =   

    ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n              

 จากบทตั้งทั้งสามท�าให้เราได้รับทฤษฎีบทหลัก ดังนี้

  ทฤษฎีบท 4 ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

 
#(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n n n n n n n n n
= =

× = + + − + − +   

 

              (9)

 

 การพิสูจน์ ก�าหนดให้ ( )P n  แทนข้อความ

 
#(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n n n n n n n n n
= =

× = + + − + − +   

 

 

ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n
เนื่องจาก 111 1 111× =  จะได้ว่า (1)P  เป็นจริง สมมติว่า ( )P k  เป็นจริง จะได้ว่า

               #(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
k k

k k k k k k k k k k k
= =

… × … = + … + − + − … +
 

#(0) #(0) #( ) #(0)

000 0 111 1 000 0
m n k n m

k kkk k
= = = =

… × … = … …
  

#(0) #(0)

#(0) #(0)

#(0) #(0)

#(0) #(0) #(0) #(0) #(0) #(0)

000 0 111 1

1000 0 111 1

111 1000 0

111 1000 0 111 1000 0 111 1000 0 111

m n

m n

n m

n m n m n m

k

k

k

= =

= =

= =

= = = = = =

… × …

= × … × …

= × … …

= … … + … … + … … + + …

 

 





  

#(0) #(0)

#( ) #(0)

1000 0

000 0

n m

k n m

kkk k

= =

= =

…

= … …







k ครั้ง
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ผลคูณของจ�ำนวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1
อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์ และคณะ

พิจารณา        

#(1) 1 #(1) 1

#(1) 1 #(0) 1 #(1) 1

#(1) #(0) 1 #(0) 1 #(1) 1

#(1)

( 1)111 1( 1) 111 1

[ 111 1 1000 01] 111 1

[ 111 1 ( 1 )000 0 1000 01] 111 1

[ 111 1

k k

k k k

k k k k

k

k k

k k

k k k k

k

= + = +

= + = + = +

= = + = + = +

=

+ … + × …

= … + … × …

= … + − … + … × …

= …

 

  

   



#(0) 1 #(0) 1 #(1) #(0)

( 1 )000 0 1000 01] [111 1 1000 0]

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
k k k k

k k k

k k k k k k k k k
= + = + = =

+ − … + … × … + …

= + … + − + − … +

    

#(0) 1#( 1 )

(A)
( 1 )( 1 ) ( 1 )000 0

kk k k

k k k k k k
= +− =

+ − − … − …




#(1) #(1)

(B)

111 100111 1
k k= =

+ … …
 

#(1) #(0)

(C)

111 1 000 0
k k

k k
= =

+ … …
 

#(0) 1 #(0)

(D)

( 1 )000 0000 0
k k

k k
= + =

+ − … …


#(0) 1 #(0)

(E)

1000 01000 0
k k= + =

+ … …
 

(F)

( 1 )( 1 1 ) ( 1 1 ) ( 1) ( 1)k k k k k k k k k k k k k k k= + − + + − … + − + − + − … +

#(1) #(0)

(A) (B)
( 1 )111 1 000 0

k k

k k k k
= =

+
+ + − … …

 

#(1) #(1)

(D)+(E)

1111 101111 1
k k= =

+ … …
 

(C) (F)

( 1)(1 1) ( 1 1) ( 1) ( 1)k k k k k k k k k

+

= + … − + + − … +

#(1) #(0)

(G)
( 1)111 1 000 0

k k

k k
= =

+ … …
 

#(1) 1 #(1) 1

(H)

111 10111 1
k k= + = +

+ … …
 

(I)

( 1)( 1 1)(1 1 1) ( 1 1 1)( )( 1) ( 1)k k k k k k k k k k k= + + + … − + + + + − … +

#(1) 1 #(1) 1

(G) (H)
111 10111 1

k k= + = +

+
+ … …
 

(I)

( 1)( 1 1)( 1 2) ( 1 )(2 )( 1) ( 1)k k k k k k k k k k= + + … + ⋅ + − … +

#(1) 1 #(1) 1

(J)
111 10111 1

k k= + = +

+ … …
 

(I)

1( 1 1)( 1 1 1)( 1 2 1) ( 1 1 1)( 1 )
(2 1)( 1 1) ( 1 1)( 1)

k k k k k k k
k k k k k

= + + + + + … + − + +
⋅ + + − + … + + + (J)+(I)

1( 1 1)( 1 2)( 1 3) ( 1 )( 1 )(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
1( 2)( 3)( 4) ( ( 1))( ( 1))(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
1 2 3 4 ( 1) ( 1)(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
( 1)( 2) (2 )(2 1)( 1)(2 1)(2

k k k k k

k k k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k k

k k k k k k
k k k k k k

= + + + … + + ⋅ + ⋅ … + +
= … + + ⋅ + ⋅ … + +
= … + + ⋅ + ⋅ … + +
= + + … ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ ) ( 2)( 1)

( 1)( 2) ( 1 ( 1) 1)( 1)( 1 ( 1) 1) ( 2)( 1)
k k k

k k k k k k k k k
… + +

= + + … + + + − + + + + − … + +
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จะได้ว่า ( 1)P k + เป็นจริง ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า

                  #(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n n n n n n n n n
= =

× = + + − + − +   

 

ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n                                                                                                         

ตัวอย่าง 2 จงหาผลลัพธ์ของ 
#(1) 9 #(1) 9

9111 19 111 1
= =

× 

 

วิธีท�า โดยทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

 

ตรวจค�าตอบ

รูปที่ 2. 
#(1) 9 #(1) 9

9111 19 111 1
= =

× 

 

ตัวอย่าง 3 จงหาผลลัพธ์ของ
 #(1) 15 #(1) 15 #(1) 14 #(1) 15

(15)111 1(15) 111 1 15111 125 111 1
= = = =

× = ×   

   

วิธีท�า โดยทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

 

#(1) 1 #(1) 1

#(1) 1 #(0) 1 #(1) 1

#(1) #(0) 1 #(0) 1 #(1) 1

#(1)

( 1)111 1( 1) 111 1

[ 111 1 1000 01] 111 1

[ 111 1 ( 1 )000 0 1000 01] 111 1

[ 111 1

k k

k k k

k k k k

k

k k

k k

k k k k

k

= + = +

= + = + = +

= = + = + = +

=

+ … + × …

= … + … × …

= … + − … + … × …

= …

 

  

   



#(0) 1 #(0) 1 #(1) #(0)

( 1 )000 0 1000 01] [111 1 1000 0]

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
k k k k

k k k

k k k k k k k k k
= + = + = =

+ − … + … × … + …

= + … + − + − … +

    

#(0) 1#( 1 )

(A)
( 1 )( 1 ) ( 1 )000 0

kk k k

k k k k k k
= +− =

+ − − … − …




#(1) #(1)

(B)

111 100111 1
k k= =

+ … …
 

#(1) #(0)

(C)

111 1 000 0
k k

k k
= =

+ … …
 

#(0) 1 #(0)

(D)

( 1 )000 0000 0
k k

k k
= + =

+ − … …


#(0) 1 #(0)

(E)

1000 01000 0
k k= + =

+ … …
 

(F)

( 1 )( 1 1 ) ( 1 1 ) ( 1) ( 1)k k k k k k k k k k k k k k k= + − + + − … + − + − + − … +

#(1) #(0)

(A) (B)
( 1 )111 1 000 0

k k

k k k k
= =

+
+ + − … …

 

#(1) #(1)

(D)+(E)

1111 101111 1
k k= =

+ … …
 

(C) (F)

( 1)(1 1) ( 1 1) ( 1) ( 1)k k k k k k k k k

+

= + … − + + − … +

#(1) #(0)

(G)
( 1)111 1 000 0

k k

k k
= =

+ … …
 

#(1) 1 #(1) 1

(H)

111 10111 1
k k= + = +

+ … …
 

(I)

( 1)( 1 1)(1 1 1) ( 1 1 1)( )( 1) ( 1)k k k k k k k k k k k= + + + … − + + + + − … +

#(1) 1 #(1) 1

(G) (H)
111 10111 1

k k= + = +

+
+ … …
 

(I)

( 1)( 1 1)( 1 2) ( 1 )(2 )( 1) ( 1)k k k k k k k k k k= + + … + ⋅ + − … +

#(1) 1 #(1) 1

(J)
111 10111 1

k k= + = +

+ … …
 

(I)

1( 1 1)( 1 1 1)( 1 2 1) ( 1 1 1)( 1 )
(2 1)( 1 1) ( 1 1)( 1)

k k k k k k k
k k k k k

= + + + + + … + − + +
⋅ + + − + … + + + (J)+(I)

1( 1 1)( 1 2)( 1 3) ( 1 )( 1 )(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
1( 2)( 3)( 4) ( ( 1))( ( 1))(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
1 2 3 4 ( 1) ( 1)(2 1)(2 ) ( 2)( 1)
( 1)( 2) (2 )(2 1)( 1)(2 1)(2

k k k k k

k k k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k k

k k k k k k
k k k k k k

= + + + … + + ⋅ + ⋅ … + +
= … + + ⋅ + ⋅ … + +
= … + + ⋅ + ⋅ … + +
= + + … ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ ) ( 2)( 1)

( 1)( 2) ( 1 ( 1) 1)( 1)( 1 ( 1) 1) ( 2)( 1)
k k k

k k k k k k k k k
… + +

= + + … + + + − + + + + − … + +

#(1) 9 #(1) 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

9111 19 111 1 9(10)(11) (17)9(17) (11)(10)9

9 0 1 2 3 4 5 6 79 7 6 5 4 3 2 1 09
(10)12345677(10)876543209
012345677 0876543209

10123456780876543209

= =

× =

=
=
=
=

   

 

#(1) 15 #(1) 15

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1

(15)111 1(15) 111 111

(15)(16)(17) (29)(15)(29) (17)(16)(15)
5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 5 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 9 8 7 6 5

16789(11)23456789(10)(10)7(11)(10)98765431(10)9875
167

= =

×

=
=
=
=

 

 

 

1 1 1 1 1 1

1 1

89 123456789 0 07 1 098765431 09875
1678(9 1)12345678(9 1)(0 1)0(7 1)(1 1)09876543(1 1)09875
1678(10)12345678(10)108209876543209875
1678 012345678 0108209876543209875
167(8 1)01234567(8 1)010820987654

= + + + + + +
=
=
= + + 3209875

16790123456790108209876543209875=
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ผลคูณของจ�ำนวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1
อัยเรศ  เอี่ยมพันธ์ และคณะ

ตรวจค�าตอบ

รูปที่ 3. 
#(1) 15 #(1) 15

(15)111 1(15) 111 1
= =

× 

 

บทสรุป
จากการศึกษาผลคูณของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับจ�านวนท่ีมีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 

ยกเว้นหลักแรกและหลักสุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก โดยใช้หลักการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์และจ�านวนเศษเหลือเป็นเครื่องมือส�าคัญในการพิสูจน์ ท�าให้ตอบข้อสงสัยข้างต้นทั้งสองข้อ

ของเราได้ ดังนี้

 (1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจ�านวนที่มีเลขโดดทุกหลักเป็นเลข 1 กับ

จ�านวนทีมี่เลขโดดทุกหลกัเป็นเลข 1 ยกเว้นหลกัแรกและหลกัสุดท้ายเป็นจ�านวนหลกัของเลข 1 ในจ�านวน

แรก ได้ดังที่กล่าวไว้ในทฤษฎีบท 4 ดังนี้

 #(1) #(1)

111 1 111 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n n n n n n n n n
= =

× = + + − + − +   

 

 

ส�าหรับจ�านวนเต็มบวก n
 (2) รปูท่ัวไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ�านวนทีมี่เลขโดดทกุหลกัเป็นเลข 1 กบัจ�านวนทีม่เีลขโดด

ทุกหลักเป็นเลข 1 ยกเว้นหลักแรกและหลักสุดท้ายเป็นจ�านวนหลักของเลข 1 ในจ�านวนแรก ท่ีได้นั้น มี

ลักษณะเหมือนกับความสัมพันธ์ (5) ที่เราสังเกตพบ

 จากการสังเกตผลคูณของจ�านวนท่ีมเีลขโดดทกุหลกัเป็นเลข 1 กบัจ�านวนท่ีมเีลขโดดทกุหลกัเป็น

เลข 1 ยกเว้นหลกัแรกและหลกัสุดท้ายเป็นจ�านวนหลกัของเลข 1 ในจ�านวนแรก จนกระท่ังสามารถหาและ

พิสูจน์รูปท่ัวไปได้ตามทฤษฎีบท 4 นั้น นับว่าเป็นเครื่องมือท่ีช่วยให้เราหาผลลัพธ์ได้อย่างรวดเร็วและ

สะดวกมากข้ึน จากบทความน้ีและบทความอื่น ๆ ท่ีได้กล่าวถึง ผู้อ่านจะสังเกตเห็นว่าจ�านวนเศษเหลือมี

ประโยชน์อย่างมากส�าหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตต่าง ๆ  ฉะนั้นหากผู้อ่านเริ่มท�าการศึกษาลักษณะ

ทางพชีคณิตท่ีน่าสนใจของจ�านวนเต็มเช่นเดียวกบับทความนีก้ค็าดว่าน่าจะได้สตูรส�าหรบัการค�านวณเช่น

กันและสูตรที่ได้จากการศึกษาจะเป็นการช่วยเพิ่มความสะดวกในการค�านวณต่าง ๆ และนอกจากผล 

#(1) 15 #(1) 15

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1

(15)111 1(15) 111 111

(15)(16)(17) (29)(15)(29) (17)(16)(15)
5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 5 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 9 8 7 6 5

16789(11)23456789(10)(10)7(11)(10)98765431(10)9875
167

= =

×

=
=
=
=

 

 

 

1 1 1 1 1 1

1 1

89 123456789 0 07 1 098765431 09875
1678(9 1)12345678(9 1)(0 1)0(7 1)(1 1)09876543(1 1)09875
1678(10)12345678(10)108209876543209875
1678 012345678 0108209876543209875
167(8 1)01234567(8 1)010820987654

= + + + + + +
=
=
= + + 3209875

16790123456790108209876543209875=
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การศึกษาท่ีได้รับแล้ว ผู ้อ่านจะได้พบกับความ

สวยงามของรูปทั่วไปและการพิสูจน์อีกด้วย

กิตติกรรมประกาศ
ผู้เขียนขอขอบพระคุณผู้ประเมินบทความวิชาการ

ทุกท่าน ส�าหรับข้อคิดเห็นและข้อเสนอแนะท่ีเป็น

ประโยชน์อย่างมากในการปรับปรุงบทความให้

ส�าเร็จลุล่วงได้อย่างสมบูรณ์ โดยบทความนี้ได้รับ

การสนับสนุนจากกลุ ่มวิจัย: Group for Young 

Algebraists in University of Phayao (GYA)
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